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Математика  12  гр. 22.12.2020 

Тема занятия: Комплексные числа. Тригонометрическая форма комплексного 

числа. Действия с комплексными числами. 

Цель: получить понятие комплексных чисел, научиться переходить к 

тригонометрической форме комплексных чисел, выполнять действия с 

комплексными числами. 

Требование к  заданию: Написать конспект лекции, решить практические 

задания, фотографии конспекта и решенных задач отправить мне на проверку до 

26.12.20  по адресу plusnina.nrk@mail.ru,  по этому адресу так же можно писать 

при возникновении вопросов при решении задач. Файл называть своей 

фамилией, номером группы и датой задания. 
 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

 

Если ограничиваться только вещественными числами, то, действие 

извлечения корня не всегда выполнимо: корень четной степени из 

отрицательного числа не имеет ответа в области вещественных чисел. Это 

обстоятельство приводит к необходимости расширения понятия о числе и 

введению новых чисел с более общими свойствами. 

 

Комплексная плоскость 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Комплексным числом называют выражение вида 

z x iy  , где x  и y  - действительные числа, а - мнимая единица, 

удовлетворяющая равенству . 

Такую форму записи комплексного числа называют алгебраической 

формой, причем  - вещественной частью, а  - мнимой частью, что 

записывается так: , . 

 Комплексные числа можно изобразить на плоскости. Для этого выбирают 

систему декартовых координат , , после чего любое комплексное число 

 отождествляется с радиус-вектором точки ( , )M x y  (рис. 5). Такую 

плоскость называют комплексной плоскостью. 
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ействительные (вещественные) числа являются частным случаем комплексных 

чисел, если в формуле положить . Они изображаются точками на 

вещественной оси, т. е. оси . Если у комплексного числа отсутствует 

действительная часть , то его называют чисто мнимым и изображают на 

мнимой оси, т.е. оси . 

На рис.6 показаны комплексные числа ,  и . 

На комплексной плоскости часто рассматривают также полярные 

координаты  и  точки ( , )M x y . Их называют модулем и аргументом 

комплексного числа  и обозначают ,  (рис. 5). Связь между 

модулем и аргументом комплексного числа  и его действительной и мнимой 

частями устанавливается  известными формулами: 

 

, , , 

, , 
.
 

Заменяя  и  в алгебраической форме комплексного числа , их 

выражениями  через  и , получим так называемую тригонометрическую 

форму комплексного числа: 

. 

Модуль любого комплексного числа имеет вполне определенное значение, 

тогда как аргумент определен с точностью до целого числа полных оборотов. 

Поэтому значение полярного угла , которое удовлетворяет неравенству 

, называется главным значением аргумента , а функция 

, где  – общим  значением 

аргумента. 

ПРИМЕР. Найти корни уравнения  . 

РЕШЕНИЕ 

Для решения квадратного уравнения с вещественными коэффициентами 

 воспользуемся известной формулой  

 

. 

Уравнение имеет два комплексных корня    и . 

ПРИМЕР.  Записать в тригонометрической форме комплексные числа:  

a) 2 2i  ,   б) 3 ,   в) 2i . 

РЕШЕНИЕ 

z x iy  0y 
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а) Найдем модуль и аргумент числа . Так как действительная часть 

комплексного числа , а мнимая часть , то  

,

. 

Для определения угла  следует помнить, что тангенс угла принимает 

положительные значения в первой и третьей четвертях. Для определения 

четверти можно изобразить точку ( 2, 2)M   , соответствующую числу z  на 

комплексной плоскости, и поскольку она лежит в третьей четверти, то 

. Отсюда можно записать комплексное число в тригонометрической 

форме   . 

б) Если  3z   , то  , а  .  

Отсюда:   

в) Если  2z i , то  ,  .  

Отсюда:  . 

Действия над комплексными числами 

 

Определим на множестве комплексных чисел отношение равенства двух 

чисел, а также операции сложения, вычитания, умножения и деления. 

Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда равны их 

действительные и мнимые части: если , , то 

равенство   равносильно двум вещественным  и  . 

Операции сложения и вычитания комплексных чисел удобно выполнять в 

алгебраической форме. 

При сложении комплексных чисел складываются их вещественные 

части, а также их мнимые части. 

Если обозначить   и  , то 

. 

При вычитании комплексных чисел вычитаются их вещественные 

части, а также их мнимые части: 

. 

Умножение и деление комплексных чисел можно выполнить как в 

алгебраической, так и в тригонометрической форме. 

Если воспользоваться тригонометрической формой 

,  , то 

   1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z i             . 

2 2z i  

2x   2y  

   
2 22 2 2 2 8 2 2z x y         
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y
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     
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1 1 1z x iy  2 2 2z x iy 

1 2z z 1 2x x 1 2y y

1 1 1z x i y   2 2 2z x i y  

   1 2 1 2 1 2z z x x y y i     
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При умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а 

аргументы складываются. 

В алгебраической форме 

 . 

Таким образом, комплексные числа можно перемножать как 

буквенные многочлены, считая  . 

В частном случае, когда  и  (  и  

называют сопряженными числами), получим: 

. 

Это свойство сопряженных комплексных чисел используется при делении 

комплексных чисел. 

Модуль частного комплексных чисел равен частному модулей делимого 

и делителя, и аргумент частного равен разности аргументов делимого и 

делителя: 

, 2 0z  . 

Если делимое и делитель записаны в алгебраической форме, то 

1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2

z x iy x x y y y x x y
i

z x iy x y x y

  
  

  
, 2 0z  . 

Для операций сложения и умножения комплексных чисел выполняются 

переместительный, сочетательный и распределительный законы, а потому для 

выражений, содержащих комплексные числа, справедливы все те 

преобразования, 

 

ПРИМЕР. Найти сумму, разность, произведение и частное комплексных чисел: 

 и  . 

РЕШЕНИЕ  

       1 2 3 2 2 3 2 1 2 5z z i i i i            ,

, 

 

. 

Для того чтобы найти частное, умножим числитель и знаменатель дроби на 

выражение, сопряженное знаменателю и выполним действия с многочленами: 

. 

ПРИМЕР. Найти произведение и частное чисел  и  

в тригонометрической  форме. 

РЕШЕНИЕ 

      1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z z x iy x iy x x y y y x x y i        
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     
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Найдем модули и аргументы чисел  и , чтобы записать их в 

тригонометрической форме: 

   
2 2

1 3 1 2z     ,    
2 2

2 2 2 2z     , 

, . 

Тогда 

. 

Теперь получим 

, 

. 

Возведение в степень комплексного числа и извлечение корня из 

комплексного числа производятся по формулам Муавра: 

 cos sinn nz n i n    , 

2 2
cos sinn n

k k
z i

n n

   


  
  

 
, 0,  1,  2, ,  1k n  . 

ПРИМЕР.  Вычислить  . 

РЕШЕНИЕ 

 

ПРИМЕР.  Решить уравнение , если . 

РЕШЕНИЕ 

Запишем уравнение в виде . Выполнив деление, представим число 

 a  в алгебраической форме: 

     

  

1 3 1 3 11 3 1 3

1 1 1

i ii
a

i i i

     
     

  
 

1z 2z

1 1

1
arg

63
z arctg




 
     

 
 2 2

2 3
arg 1

42
z arctg arctg




 
     

 

1 3 2 cos( ) sin( )
6 6

z i i
  

      
 

2

3 3
2 2 2 cos( ) sin( )

4 4
z i i

  
     

 

1 2

3 3 7 7
2 2 cos( ) sin( ) 4 cos( ) sin( )

4 6 4 6 12 12
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                 

        

 
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2 2i 

 
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2 (cos9 sin9 ) 2 cos 4096.
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   
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           
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   1 3 1 3 1 3 1 3 2 3 2
3

2 2

i i
i

       
       . 

Теперь выразим число 3a i     в тригонометрической форме, получим:  

4 5 5
3 2 cos sin

6 6
z a i i

     
            

    
. 

Применим формулу Муавра: 

. 0,1,2,3k  . 

Итак, получаем 4 корня: 

при 0k     ; 

при 1k     ; 

при 2k     ; 

при 3k    
4

4

31 31
2 cos sin

24 24
z i

     
     

    
. 

 

 

Практическое задание 

 

1) Заданы комплексные числа 1 2 3z i   и 2 1 5z i   ,  

найти: a) 1 2z z ; б) 1 2z z ; в) 1 2z z ; г) 1

2

z

z
, построить числа 1z  и 2z  на 

комплексной плоскости. 

2) Записать тригонометрическую форму комплексных чисел 1 2 2z i   и 

2 1 3z i  ; найти их произведение в тригонометрической форме. 

3) Вычислить  
7

1 3i  . 

4) Решить уравнение: 3 0z a  , если 
4

1 3
a

i



. 

5) Решить уравнение: 2 11 90 0z z    
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 
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  

 

4
3
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